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Zusammenfassung: Dieser Aufsatz enthdlt einen
Vorschlag fiir die Einfiihrung von Bootstrap-Konfi-
denzintervallen in der Sekundarstufe Il. Zuerst wird
der Nutzen dieser Methoden fiir die angewandte Sta-
tistik und fiir den Mathematikunterricht erldutert.
Anschlieflend wird das Verfahren an zwei Beispielen
prdsentiert, seine Eigenschaften werden anschaulich
begriindet und Fehlerquellen und Konvergenzfragen
werden diskutiert. Schlieplich werden Vorschlige
zum Erweitern und Verfeinern prisentiert.

1 Einleitung

Erheben von Daten, Erstellen von Grafiken wie z. B.
Histogramme, Streudiagramme oder Errechnen nu-
merischer Werte wie Mittelwerte, Mediane oder
StreumalBe sind sehr konkrete Operationen. Dagegen
sind Konzepte, die auf der Zufallsvariabilitit dieser
Statistiken beruhen wie Stichprobenverteilungen,

Standardfehler, Konfidenzintervalle, Hypothesentests
und P-Werte abstrakt und schwer fiir Schiiler zu ver-
stehen. Bootstrap-Methoden nehmen die konkreten
Konzepte, mit denen Schiiler vom Arbeiten mit Da-
ten vertraut sind, und wenden sie zur Herleitung von
Stichprobenverteilungen an. Der Einsatz geeigneter
Software hilft nicht nur den fiir Simulationen notigen
hohen Rechenaufwand zu bewiltigen, sondern unter-
stiitzt vor allem auch konzeptionelles Verstehen. Wir
illustrieren die Bootstrap-Methode zur Herleitung
von (approximativen) Konfidenzintervallen fiir Mit-
telwerte und Korrelationskoeffizienten.

2 Bootstrap: Recycling von Daten

Die grundlegende Idee des Bootstraps ist wie folgt:
Angenommen, man konnte beliebig oft Stichproben
vom vorgegebenen Umfang # aus der Population zie-
hen und liee sich dann aus jeder Stichprobe die Wer-
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te der gewiinschten Statistik (Mittelwert, Median,
Varianz etc.) errechnen. Dann lief3e sich aus zahlrei-
chen solchen Stichprobenstatistiken die (empirische)
Stichprobenverteilung erstellen. Nun kosten bei kon-
kreten Anwendungen Stichproben Ressourcen (Zeit,
Geld etc.) und das Ziehen von sehr vielen Stichpro-
ben gegebenen Umfangs ist aus praktischen Griinden
indiskutabel. Bei statistischen Untersuchungen ist in
der Regel die Population nicht verfiigbar, sondern
man hat nur eine Stichprobe. Hier setzt die Bootstrap-
Idee an: Anstelle aus der nicht-verfiigbaren Popula-
tion werden weitere Stichproben — Bootstrap-Stich-
proben — aus der vorliegenden Stichprobe gezogen.
Durch dieses Recycling der Daten (die Fachliteratur
spricht von Resampling) konnen Schitzer zwar nicht
verbessert werden, da der urspriinglich vorliegende
Stichprobenumfang fest ist. Es ist jedoch moglich die
Verteilung von Stichprobenstatistiken durch die Ver-
teilung der Bootstrap-Stichproben zu approximieren.
Diese Approximation ist umso besser, je mehr die
vorliegende Stichprobe der Population &hnelt. Diese
Idee geht auf Brad Efron (1979) zuriick.

Bootstrap-Konfidenzintervalle erhélt man dann, in-
dem dann z. B. das 2,5 % und 97,5 % Perzentil der
Bootstrap-Verteilung als Konfidenzgrenzen genom-
men wird. Bootstrap-Konfidenzintervalle sind viel
flexibler als die klassischen Konfidenzintervalle, da
die Berechnung analytisch unzugénglicher Stichpro-
benverteilungen — wie z. B. des Medians oder von
Kennzahlen fiir robuste explorative Datenanalysen
—beim Bootstrap durch Simulationen ersetzt werden,
und weil man nicht auf Hypothesen hinsichtlich der
Verteilung der Daten angewiesen ist (Engel & Griibel
2008). Die in den meisten Verfahren der klassischen
Statistik vorausgesetzten Normalverteilungsannah-
men sind hier nicht erforderlich. Das begriindet die
enorme Bedeutung dieser Methode fiir die moderne
angewandte Statistik. Verschiedene Autoren (z. B.
Cobb 2007, Engel 2010, Hesterberg 2014, Pfann-
kuch & Budgett 2014) erkldren, dass der Bootstrap
neben seiner Niitzlichkeit als flexible Methode fiir
viele Anwendungssituationen auch ein erhebliches
didaktisches Potenzial besitzt. Die Rechenwege zur
Gewinnung von Referenzverteilungen in der klassi-
schen Inferenzstatistik sind in vielen Ausbildungsstu-
fen — wie zum Beispiel in der Sekundarstufe II — nicht
realisierbar. Simulationen bieten hier einen Ausweg,
die formale Mathematik auf ein Minimum zu redu-
zieren und den Fokus auf konzeptionelles Verstehen
zu richten.

Das zentrale Konzept der Inferenzstatistik ist die
Stichprobenverteilung. Resampling Methoden erlau-
ben dem Lernenden durch Simulationen zu erfahren,

wie sich eine Statistik von Stichprobe zu Stichpro-
be unterscheidet. Anhand von Bootstrap-Konfiden-
zintervallen kann die beschreibende Statistik in der
Sekundarstufe II zur Inferenzstatistik weitergefiihrt
werden. Wenn Schiiler die Idee des Bootstraps an
einfachen Beispielen wie etwa dem Mittelwert ver-
standen haben, konnen sie das Verfahren leicht auf
andere Kennwerte iibertragen. Damit lassen sich
dann vielfiltige Projektarbeiten in der Sekundarstufe
II durchfiihren.

Johnson (2001) zeigt in seinem Aufsatz, wie man
Bootstrap-Konfidenzintervalle Studenten nahe brin-
gen kann, die bereits mit der klassischen Inferenzsta-
tistik vertraut sind. Christie (2004) erklart wie man
Bootstrap-Konfidenzintervalle mit Excel berechnen
kann. Mit Excel lassen sich die einzelnen Schritte
sowie das gesamte Verfahren gut visualisieren, das
Programmieren ist relativ einfach und viele Schiiler
haben bereits Erfahrung mit diesem Programm. Im
Rahmen dieses Aufsatzes gehen wir nicht néher auf
die Gestaltung der Excel-Arbeitsblétter ein, die je-
doch auf Anfrage von den Autoren zur Verfiigung ge-
stellt werden. Alternativ lasst sich der Bootstrap auch
verstdndnisfordernd mit didaktisch konzipierter Sto-
chastik-Software wie Fathom (Erickson 2001) oder
Tinkerplots (Watson 2013) implementieren.

Auf begrifflicher Ebene verwenden wir den Begriff
des approximativen Modells der Population, wenn
wir von den Daten sprechen, dies um das Simulieren
anhand der Daten zu veranschaulichen.

3 Bootstrap-Konfidenzintervalle
fur das arithmetische Mittel

Als einfiihrendes Beispiel betrachten wir Konfidenz-
intervalle fiir den Mittelwert u einer Population. Die
Stichprobenverteilung von (empirischen) Mittel-
werten ist anndhernd symmetrisch verteilt (das sagt
uns der zentrale Grenzwertsatz), wenn der Stich-
probenumfang grof3 genug ist. Somit wird auch das
Konfidenzintervall fiir den Populationsmittelwert
anndhernd symmetrisch sein. Im Folgenden soll die
Idee von Bootstrap-Konfidenzintervallen illustriert
werden. Um der Klarheit willen ist das konstruier-
te Beispiel bewusst einfach gewéhlt worden und mit
einem wenig realistischen Kontext versehen. Es geht
uns hierbei nicht um Authentizitdt einer Anwendung,
sondern um ein Verstandnis filir das methodische Vor-
gehen beim Bootstrap. Die folgenden Uberlegungen
lassen sich leicht verallgemeinern auf Bootstrap-Kon-
fidenzintervalle fiir Kennwerte, die durch Schétzer
mit symmetrischer Stichprobenverteilung geschétzt
werden.
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3.1 Eine bekannte Population

Die Schulleitung einer Fachhochschule kennt die
Schlafgewohnheiten aller Studenten, da bei der Im-
matrikulation alle Studenten in einem Fragebogen
angeben mussten, wie lange sie tdglich schlafen.
Zunéchst gehen wir also von der Annahme aus, dass
die Population schon bekannt sei. Das ist zugegebe-
nermaf3en sehr unrealistisch, und — da die Population
bekannt ist — erfordert es auch keinerlei Inferenzsta-
tistik. Diese Annahme soll auch nur als illustrativer
Zwischenschritt dienen. Durch Anwenden verschie-
dener Modelle (exaktes Modell und approximatives
Modell) wird die Stimmigkeit der Verfahren dadurch
plausibel, dass die ermittelten Werte zum Populati-
onswert passen. Die Populationsdaten sind in Tabelle
1 zusammengefasst. Der Mittelwert der Population
betrdgt 4 = 7,6 Stunden.

Schlafdauer [in Stunden] | Relative Héiufigkeit
6 10 %
7 40 %
8 30 %
9 20 %
relative Haufigkeit

0.4

0.3

0.2

0.1+
6 7 8 9

Schlafdauer (Stunden)

Tab. 1: Relative Haufigkeiten der téaglichen Schlaf-
dauer der Population der Studenten der Fachhoch-
schule und Histogramm.

3.2 Exaktes Modell der Population und
95 % Schwankungsbereich

Lena und Hasso studieren an der Fachhochschule.
Im Rahmen einer Projektarbeit sollen sie unter ande-
rem untersuchen wie lange ihre Mitstudenten téglich
schlafen. Sie fragen geméaf3 Zufallsprinzip 20 Mitstu-
denten, wie lange sie tiglich schlafen und berechnen
das arithmetische Mittel. In welchem Bereich wiirde
dieser Mittelwert in 95 % der ,,Félle liegen, voraus-
gesetzt sie konnten die Befragung von 20 zufillig

ausgewdhlten Mitstudenten beliebig oft wiederho-
len?

Diese Frage beantworten wir durch Simulieren von
Umfragewerten: Als exaktes Modell fiir die Populati-
on betrachten wir die folgenden 10 Studenten und de-
ren Schlafdauer (Tabelle 2). Dieses Modell spiegelt
die Population repréasentativ wider, da die relativen
Haufigkeiten dieser Stichprobe den relativen Héufig-
keiten der Population gleichen.

Student Schlafdauer [in Stunden]
1 6
2 7
3 7
4 7
5 7
6 8
7 8
8 8
9 9

10 9

Tab. 2: Exaktes Modell fiir die Population der Stu-
denten der Fachhochschule.

Um eine Zufallsstichprobe mit 20 Umfragewerten
zu erzeugen gehen wir so vor: Wir erzeugen eine
Zufallszahl zwischen 1 und 10, sie entspricht dem
Student aus dem Modell, der befragt wird, und wir
schreiben die entsprechende Schlafdauer auf. Das
machen wir 20 Mal und erhalten so 20 Umfragewer-
te, welche eine simulierte Zufallsstichprobe bilden
(Spalte E in Tabelle 3), aus der sich ein simulierter
Mittelwert errechnen ldsst (Zelle E25 in Tabelle 3).
Das wiederholen wir 1000 Mal und erhalten so 1000
simulierte Mittelwerte (Spalte G in Tabelle 3).

[y B €
1 Modell der Population Simulierte

..........

Mrtahaart

Tab. 3 : Anhand des exakten Modells der Populati-
on (Spalte B) wird eine Stichprobe simuliert (Spal-
te E) und deren Mittelwert berechnet (Zelle E16).
Das wird 1000 Mal wiederholt und die Mittelwerte in
Spalte G gespeichert.

Sei ¢(0,025) das 2,5 % Perzentil dieser simulierten
Mittelwerte und ¢(0,975) das 97,5 % Perzentil. Bei
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vielen Versuchen (z. B. bei 1000 Wiederholungen)
liegt in ca. 95 % der Fille der simulierte Mittel-
wert im Bereich [¢(0,025; ¢(0,975)] = [7,2; 8]. Wir
nennen dieses Intervall 95 %-Schwankungsbereich
der Mittelwerte der Stichproben. Die halbe Breite
des 95 %-Schwankungsbereiches ist b = [¢(0,975)
—¢(0,025)]/2 = 0,4. Allgemein betrachtet gilt: Ist u
der Populationsmittelwert und b = ¢(0,975) —u = u
— ¢q(0,025), dann ist der 95 %-Schwankungsbereich

[u—b,u+bl.

3.3 Approximatives Modell der Population
und Bootstrap-Konfidenzintervall
fiir den Mittelwert

Lena und Hasso sind die Population nicht bekannt.
Sie befragen gemal Zufallsprinzip 20 Mitstudenten,
wie lange sie téglich schlafen und erhalten 20 Um-
fragewerte (Tabelle 4), fiir die sich als arithmetisches
Mittel x = 7,5 errechnet. Lena sagt: ,,Hatten wir 20 an-
dere Personen befragt, dann hétten wir einen anderen
Mittelwert erhalten, vielleicht x = 7,1“. Hasso sagt:
,,Oder vielleicht X = 7,8. Wie sicher konnen wir uns
beziiglich des Populationsmittelwerts sein?* Gesucht
ist ein um das Stichprobenmittel ¥ symmetrisches In-
tervall, das den Populationsmittelwert 4 in 95 % der
Fille enthilt, d. h. in 100 hypothetisch durchgefiihr-
ten Umfragen sollte das jeweilige Intervall in ca. 95
Féllen den Populationsmittelwert x# enthalten.

Student Schlafdauer [in Stunden]
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Tab. 4: Umfragewerte von Lena und Hasso. Sie bil-
den das approximative Modell der Population.

Fall 1:

Hasso ruft bei der Schulleitung an und erhélt den Tipp
b=0,4. Anhand des Tipps ist die Losung das Inter-
vall 7,5+ 0,4 =[7,1; 7,9]. In 95 % der Fille liegt der
Populationsmittelwert ¢ im Intervall [x — b; X + b].
Denn: In 95 % der Félle liegt der Umfragemittelwert
X im 95 %-Schwankungsbereich und das Intervall
[X — b, X + b] enthélt u in diesen Fillen (siche Abbil-
dung 1).

I=[%—b;%+b]=[7,1;7,9]

bezeichnen wir deshalb als genaues 95 %-Konfidenz-
intervall fiir den Populationsmittelwert u.

A

v

S

- +b

u U % u
Abb. 1: Das als durchgezogene Linie dargestellte
Intervall ist der 95 %-Schwankungsbereich [u — b;
u + b] der Mittelwerte der Stichproben. Die ge-
punktete Linie stellt das 95 %-Konfidenzintervall
[x,—b; X, + b] dar und enthalt x, da X, im 95 %-
Schwankungsbereich von u liegt. Die gestrichelte
Linie ist das 95 %-Konfidenzintervall [x, — b; X, + b];
es enthalt nicht 4, da X, nicht im 95 %-Schwan-
kungsbereich von u liegt.

Fall 2:

Lena und Hasso erhalten keinen Tipp von der Schul-
leitung. Da das Modell der Population nicht bekannt
ist, ist auch b nicht bekannt. Deshalb verwenden sie
die Umfragewerte, d. h. ihre Stichprobe (Tabelle 4)
als approximatives Modell der Population an Stelle
des unbekannten exakten Modells der Population
(Tabelle 2). Sie ziehen per Simulation wiederholt
Stichproben (Bootstrap-Stichproben) vom Umfang
n =20 aus der vorhandenen Stichprobe um b zu ap-
proximieren, d. h.

b =1[q(0,975) — ¢(0,025)]/2
wird geschitzt durch
b =1[4(0,975) — §(0,025)]/2.

Dabei ist ¢(0,975) bzw. ¢(0,025) das 97,5 % bzw.
2,5 % Quantil der Verteilung der Mittelwerte, die
anhand des approximativen Modells der Population
simuliert wurden (siehe Tabelle 5). Die beiden un-
bekannten Quantile sowie der Populationsmittelwert
werden somit ersetzt durch die entsprechenden Quan-
tile der Bootstrap-Verteilung und den Mittelwert der
vorliegenden Daten.
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In unserem Fall ist

b= % =0,375
und wir erhalten das approximative 95 % Konfidenz-
intervall = [x—b;x+ b] = [7,125; 7,875] fiir den
Populationsmittelwert. Alternativ hitte man — unter
Verzicht auf die Annahme der Symmetrieannahme
— auch die entsprechenden Perzentile der Bootstrap-
Verteilung als approximatives Konfidenzintervall

nehmen kénnen, d. h.
1=14(0,025); §(0,975)] = [7,15; 7.9].

In Abgrenzung zu weiteren im Zusammenhang
mit dem Bootstrap stehenden Varianten von Inter-
vallen wird in der Fachliteratur dieses Intervall als
Bootstrap-Perzentilintervall (bootstrap percentile in-
terval) bezeichnet (Engel 2010).
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Tab. 5: Als approximatives Modell der Population
werden die Daten (Spalte B) verwendet. Daraus
wird eine neue Stichprobe simuliert (Spalte E) und
dessen Mittelwert berechnet (Zelle E25). Das wird
1000 Mal wiederholt und die Mittelwerte werden in
Spalte G gespeichert.

4 Bootstrap-Konfidenzintervalle
bei asymmetrischen
Stichprobenverteilungen

Lena und Hasso untersuchen den Zusammenhang
zwischen Motivation und Erfolg fiir das Studium an
der Fachhochschule fiir Architektur. In einer Umfrage
haben sie 12 Mitstudenten nach ihrer Motivation und
ihrem Erfolg befragt. Die Motivationswerte kdnnen
Werte zwischen 0 und 5 annehmen, und die Erfolgs-
werte haben Werte zwischen 0 und 10. Die Ergebnis-
se sind in Tabelle 6 zusammengefasst.

Der Pearsonsche Korrelationkoeffizient zwischen
Motivation und Erfolg in der Stichprobe betrigt

r=0,69. Nun wollen Lena und Hasso ein 95 %-Kon-
fidenzintervall fiir die Korrelation zwischen Motiva-
tion und Erfolg in der Population ermitteln.

Im jetzt vorliegenden Fall ist die Stichprobenvertei-
lung asymmetrisch. Somit ist auch die Symmetriean-
nahme fiir das Konfidenzintervall nicht mehr haltbar.
Im Fall des Pearsonschen Korrelationskoeffizienten
o erhilt man einen 95 % Schwankungsbereich der
Art [0 —b,; 0 + b,], der nicht um @ zentriert ist (sie-
he Abbildung 2). Dennoch kann man zunéchst ganz
analog zum vorangegangenen Beispiel vorgehen
und Bootstrap-Stichproben (d. h. neue Stichproben
aus der vorhandenen Stichprobe) ziehen. Ganz ana-
log wie beim Konfidenzintervall fiir den Mittelwert
erhidlt man das Bootstrap-Perzentilintervall durch
die Perzentile der Bootstrap-Verteilung: [§(0,025);

4(0,975)] = [r—b,; r+b,], wobei b, = r—§(0,025);
b,=4(0,975) — rist.

Um eine Zufallsstichprobe mit 12 Umfragewerten zu
erzeugen, gehen Lena und Hasso daher wie folgt vor:
Sie erzeugen eine Zufallszahl zwischen 1 und 12. Sie
entspricht dem Studenten aus dem approximativen
Modell der Population (die Daten), der befragt wird
und schreiben seine Motivation und seinen Erfolg
auf. Das wird 12 Mal wiederholt und resultiert somit
in 12 gepaarten Umfragewerten, die eine simulierte
Zufallsstichprobe bilden (Spalten F und G in Tabelle
7), aus der sich ein Korrelationskoeffizient berech-
nen ladsst (Zelle G17 in Tabelle 7). Dieser Vorgang
wird sehr oft (z. B. 1000 mal) wiederholt, wodurch
man 1000 anhand der Daten simulierte Korrelati-
onskoeftizienten erhélt (Spalte 1 in Tabelle 7). Im
vorliegenden Fall ergibt eine Simulation mit Excel ¢
(0,025) = 0,28 und ¢(0,975) = 0,92 und somit das In-
tervall [0,28; 0,92] als Bootstrap-Perzentil-Intervall

Student Motivation Erfolg
1 2 5
2 4 7
3 3 7
4 5 8
5 2 5
6 4 9
7 4 8
8 3 4
9 1 3

10 3 5
11 3 8
12 5 6

Tab. 6: Umfragewerte von Lena und Hasso. Sie bil-
den das approximative Modell der Population.
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Tab. 7: Als approximatives Modell der Population
werden die gepaarten Daten (Spalten B und C) ver-
wendet. Daraus wird eine neue Stichprobe (Spal-
ten F und G) und Korrelation (Zelle G17) simuliert.
Das wird 1000 Mal wiederholt und die Korrelationen
werden in Spalte | gespeichert.

fur den Korrelationskoeffizienten zwischen Motiva-
tion und Studienerfolg.

Allerdings ist im Fall asymmetrisch verteilter Schét-
zer das Bootstrap-Perzentilintervall oft verzerrt, was
zu falschen Uberdeckungswahrscheinlichkeiten fiihrt
(siche Efron and Tibshirani, S. 178 und Abbildung
2). Eine plausible Alternative im asymmetrischen
Fall mit weniger Verzerrung ist das sogenannte klas-
sische Bootstrap-Intervall (basic bootstrap interval).
Ausgangspunkt fiir das klassische Bootstrap-Inter-
vall ist die Differenz zwischen Schitzwert » und Po-
pulationsparameter 9. Angenommen wir hétten kriti-
sche Werte ¢ und ¢, , so dass gilt: P(c, <r-p<c,) =
95 %. Wegen

95 % = P(g(0,025) < < g(0,975))
=P(q(0,025) — 0 <r-0<4q(0,975) — 0))

sind die um @ verminderten Perzentile der Stichpro-
benverteilung von r die exakten Werte fiir 5, und b,.
Einfaches Umstellen ergibt P(r —c,<o<r-c,) =
95 %, d. h. [r—c,; r—c,] ist ein 95 % Konfidenzin-
tervall fiir 0. Da die Verteilung von r aber nicht be-
kannt ist, ersetzen wir sie durch die Bootstrap- Vertei-
lung, und die entsprechenden Perzentile werden — da
0 nicht bekannt ist — um » vermindert, d. h. ¢, und c,
werden ersetzt durch

¢, =q(0,025) —r,¢,= g(0,975) - r.
Dies fiihrt schlielich zu
95%=P(r-c,<o<r-c)
=~ P(2r—q(0,975) < 0 < 2r —4(0,0025))
=P(r—-c¢,<o<r-¢).

Demnach ist das approximative 95 %-Konfidenzin-
tervall /=[r—¢,;r—¢,].

Im obigen Beispiel mit den Perzentilen der Bootstrap-
verteilung von 0,28 bzw. 0,92 ergibt sich fiir den
Korrelationskoeffizienten zwischen Motivation und
Studienerfolg [0,46; 1] als klassisches Bootstrap-
Konfidenzintervall, wenn man noch beriicksichtigt,
dass Korrelationskoeftizienten nie grofer als 1 wer-
den kdnnen.

Visuell lassen sich die Uberdeckungswahrscheinlich-
keiten folgendermalien veranschaulichen:

Ist o der Populationskorrelationskoeffizient, dann ist
der 95 % Schwankungsbereich [0 - b, 0 + b,], wo-
bei b, = 0 —q(0,025), b, = ¢(0,975) — 0.

Ersetzen wir ¢ durch 7 und die Perzentile durch die
entsprechenden Perzentile der Bootstrap-Verteilung,
so erhalten wir das Bootstrap-Perzentilintervall,
d.h. b, =r—-§(0,025), b,=3(0,975)—r. Wie oben
erlautert, ist das Intervall [r —b , r + b,] jedoch ver-
zerrt, d. h. es hat nicht die korrekten Uberdeckungs-
wahrscheinlichkeiten. Ein Vergleich mit dem oben
hergeleiteten klassischen Bootstrap-Intervall ergibt
b, =-¢,b,=¢,. Somitist[r—b,,r+b] das klassi-
sche Bootstrap-Intervall.

\j

Abb. 2: Das durchgezogene Intervall ist der 95 %
Schwankungsbereich [0 - b,; o0 + b,] der asymme-
trisch verteilten Kennzahl o. Eine Stichprobe liefert
den Schatzwert r, welcher im 95 % Schwankungs-
bereich [o — b,; o + b,] liegt. Das gestrichelte 95 %
Bootstrap-Perzentilintervall [r—b,;r+b,] enthalt
o nicht, obwohl r im 95 % Schwankungsbereich
[o—b,;0+b,] liegt. Das gepunktete 95 % klassi-
sche Bootstrap-Intervall hingegen enthalt o.

5 Konvergenz der Methode

Bei der Bestimmung des 95 %-Schwankungsberei-
ches wurden die Perzentile durch Simulieren von 1000
Zufallsstichproben ermittelt. Dadurch ist eigentlich
das hier eingefiihrte exakte 95 %-Konfidenzintervall
— welches anhand der halben Breite b = g(0,975) — u
bestimmt wird — nur ndherungsweise exakt. Jedoch
héngt die Genauigkeit von b nur von dem Rechenauf-
wand ab, der durch Erhéhung der Anzahl der Simu-
lationen beliebig erhéht werden kann. Beim Bestim-
men des approximativen 95 %-Konfidenzintervalls
erscheint eine weitere Fehlerquelle:

Das exakte Modell der Population wird angenéhert
durch das approximative Modell der Population, also
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die Daten. Die Qualitéit dieser Approximation héngt
davon ab, wie weit die Daten représentativ fiir die
Grundgesamtheit sind.

Die Daten bilden eine approximative Abbildung der
Population. Mit zunehmendem Stichprobenumfang
streben die relativen Haufigkeiten der Umfragewerte
in der Zufallsstichprobe gegen die relativen Héufig-
keiten der Population.

Dadurch strebt 5= §(0,975) —X gegen b= ¢(0,975) — u
und somit strebt die Uberdeckungshiufigkeit des ap-
proximativen 95 %-Konfidenzintervalls gegen 95 %.

Man kann zeigen, dass die Uberdeckungshiufigkeit
des approximativen (100 — a)%-Konfidenzintervalls
1 —a+ C/Nn betrigt, wobei C eine verteilungsab-
hingige Konstante ist und » den Stichprobenumfang
bezeichnet (Hall 1992). Das Bootstrap-Verfahren ist
nur so gut, wie es die Représentativitiat der vorlie-
genden Stichprobe erlaubt, weshalb es bei kleinen
Stichproben weniger geeignet ist. Die vorangegan-
genen Beispiele mit n =20 bzw. n = 12 dienten rein
illustrativen Zwecken.

6 Verfeinerungen und Erweiterungen

Neben dem Bootstrap-Perzentilintervall und dem
klassischen Bootstrap-Intervall gibt es noch viele
weitere Varianten (z. B. studentized bootstrap, pa-
rametric bootstrap, bias corrected bootstrap, accele-
rated bootstrap) mit zum Teil deutlich verbesserten
Konvergenzeigensschaften. Fiir Details muss auf die
Literatur (z. B. Davison & Hinkely 1997, DiCiccio &
Efron1996) verwiesen werden.

Es ist instruktiv, die Breite des Schwankungsberei-
ches und des Konfidenzintervalls in Abhingigkeit
des Stichprobenumfangs und in Abhédngigkeit des
Konfidenzniveaus (z. B. mit Hilfe von Excel) zu un-
tersuchen und die Ergebnisse dann anschaulich zu
deuten. Die Idee, dass das Konfidenzintervall mit zu-
nehmendem Konfidenzniveau breiter und mit zuneh-
mendem Stichprobenumfang feiner wird, kann dann
anschaulich interpretiert werden.

Im Rahmen eines statistischen Projektes konnen Stu-
denten vielfaltige Fragestellungen bearbeiten, indem
sie zuerst eine Datenerhebung durchfiihren (z. B.
durch eine Umfrage), anhand der beschreibenden
Statistik verschiedene Kennwerte ausrechnen und
anschlieend anhand der hier prisentierten Metho-
den Konfidenzintervalle fiir die untersuchten Kenn-
werte bestimmen.
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